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Introduccion a la Programacion Lineal. Prélogo

AL ESTUDIANTE

Esta publicacion tiene por objetivo poner a tu disposicién un conjunto de ejercicios ,
con su correspondiente resolucion , introductorios al tema de Programacion Lineal.
En modo alguno pretende sustituir los ejercicios que el docente que dicta el curso de
matematica en la orientacion que has elegido te proponga.

Nuestra intencion es agregar a ellos un material adicional que esperamos te resulte
atil durante el desarrollo del curso como también eventualmente en la preparacion
del examen correspondiente.

Hemos dividido la publicacion en 2 capitulos y una Introduccion.

En ésta , basicamente, desarrollamos con algun detalle la resolucion de un ejercicio
tipo a fin de que refresques aquellos conocimientos adquiridos en el curso y que
deberés aplicar directamente.

En el Capitulo (1) te proponemos ejercicios sobre resolucion de inecuaciones
lineales en dos variables y de sistemas de inecuaciones lineales en dos variables.

En el Capitulo (2) los primeros ocho ejercicios se refieren a la maximizacion y/o
minimizacién de funciones lineales de dos variables, mientras que del ejercicio
nueve en adelante te proponemos situaciones problematicas genuinas.

Si logras convencerte que con los conocimientos adquiridos en este primer curso de

Matematica de los Bachilleratos Tecnoldgicos estas capacitado para resolver
ejercicios introductorios sobre Programacién Lineal habras dado un paso adelante,

pero si ademas de ello eres capaz de resolverlos, enhorabuena.

LOS AUTORES.
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

La Programacion Lineal es una técnica matematica utilizada para dar
solucion a problemas que se plantean muy comunmente en diversas disciplinas como
Economia , Ingenieria , Sociologia , Biologia , etc.

En esencia trata de maximizar y/o minimizar una funcion lineal de dos 0 mas
variables teniendo en cuenta que las mismas deben cumplir determinadas exigencias
derivadas de la escasez de recursos disponibles en la realidad.

El problema de asignar convenientemente recursos escasos es un problema conocido
desde la antigliedad , especialmente en el mundo de la economia , aunque una
solucion matematica al mismo es relativamente reciente.

Fue en la década de los afios 40 del siglo XX que a través del trabajo de equipos
formados por matematicos, economistas y fisicos, entre los cuales merece especial
destaque George B. Dantzing , se sentaron las bases para la resolucion de problemas
de Programacion Lineal y No Lineal.

Entendemos que nada mejor para comprender la esencia del tema que plantearte un
ejercicio, que iremos desarrollando para que recuerdes los conocimientos
matematicos necesarios para su resolucion y puedas entonces dedicarte a los

gjercicios que te proponemos en esta publicacion.

Ejercicio No. 0

Una tapiceria esta dedicada al tapizado de dos tipos de sillones a los que
denominaremos tipo (A) y tipo (B).

Cada unidad del sillén tipo (A) necesita 10 metros de tela de tapiceria y 12 horas de
trabajo , mientras cada unidad de los del tipo (B) necesita 15 metros de tela y

16 horas de trabajo.

La tapiceria dispone semanalmente de 300 m de tela y 336 horas de trabajo.

Los sillones del tipo (A) dan a la empresa una utilidad de $ 1500, y los del tipo (B)
una utilidad de $ 2100.

Suponiendo que todos los sillones tapizados se venden y que no existe escasez de
otros elementos como hilo, clavos , tachuelas ,etc, se desea saber cuantos sillones de

cada tipo deben tapizarse para que la empresa obtenga maxima ganancia
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

En todo problema de Programacion Lineal encontraremos una tarea que debe
realizarse con la maxima “efectividad” , que en nuestro caso serd lograr que la
ganancia de la empresa expresada en $/semana sea maxima.
Esa ganancia , que llamaremos G, deberemos expresarla como funcion lineal de dos
variables.
A tales efectos llamaremos:
x al numero de unidades de sillones tapizados por semana , tipo (A)
y al nimero de unidades de sillones tapizados por semana , tipo (B)
Como las utilidades de la venta son 1500 y 2100 pesos por unidad respectivamente,
la funcién G sera tal que:
G(x,y) =1500x + 2100y ($/sem.)
La escasez de recursos, en nuestro caso los metros de tela de que dispone por semana
la tapiceria (300 m ) y las horas de trabajo posibles por semana (336 horas), imponen
limitaciones a nuestras variables, limitaciones a las que denominaremos
“restricciones ” y que se traducen matematicamente por inecuaciones lineales.
En efecto:
Si cada sillon del tipo (A) necesita 10m de tela y cada sillén del tipo (B) necesita
15m de tela, deberd cumplirse
10x+15y <300 1)
Por otra parte si cada sillon del tipo (A) insume 12 horas de trabajo para su tapizado
y cada sillon del tipo (B) insume 16 horas debera cumplirse:
12x+ 16y <336 2
El propio significado fisico de las variables impone ademas que:
x>0 (3 y>0 4)
En resumen el modelo matematico adoptado para resolver el ejercicio propuesto
consiste en maximizar la funciéon G tal que G(x,y) = 1500x + 2100y debiendo las
variables cumplir con las restricciones:
(10x+15y <300 1)
12x+16y <336 2
x>0 (3)
y=0 (4)

\
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Tratando de encontrarle solucion al ejercicio podrias pensar , teniendo en cuenta que
los sillones del tipo (B) dan mayor ganancia, en tapizar so6lo ese tipo de sillones.
En ese caso tendriamos x = 0 y deberiamos hallar el maximo valor de “y” que
cumpla las restricciones dadas , lo que nos daria y = 300 / 15 = 20 ya que si
tomaramos y =336 /12 =21 se incumpliria la restriccion (1).
La ganancia de la empresa seria entonces: G(0; 20) =2100 . 20 = 42000 $/sem.
Sin embargo podrias pensar que, siendo menor el tiempo de tapizado de los sillones
tipo (A) , lo conveniente seria dedicarse sdlo a ese tipo de sillones pues la cantidad
de ellos seria mayor.
En estas condiciones tendriamos entonces: y = 0 y deberiamos hallar el valor
maximo de “x” lo que nos conduciriaa x =336 /12 = 28.
La ganancia seria entonces : G(28; 0) = 1500 . 28 = 42000 $/sem.
El resultado estaria indicando que en el problema propuesto y desde el punto de vista
de la ganancia de la empresa seria indiferente una u otra de las soluciones.
Nos surge sin embargo la duda de si no existira la posibilidad de tapizar ambos tipos
de sillones logrando con ello una ganancia superior a 42000 $/sem.
Una vez resuelto el problema mateméaticamente , segin veremos a continuacion |,
obtendremos la solucion correcta.
Los problemas de Programacion Lineal en dos variables que tratamos en esta
publicacion admiten una resolucion gréfica sencilla .
Tratemos de llevarla adelante paso a paso.
Lo primero que debes recordar es la resolucion grafica de inecuaciones lineales en
dos variables que has visto en el curso.
Tomemos la restriccion numero (1) de nuestro ejercicio.

10x + 15y <300
Resolver la inecuacion significa hallar el conjunto de parejas (x,y) que verifiquen la
doble condicion:
10x +15y = 300
10x + 15y < 300
Consideremos un sistema de coordenadas cartesiano ortogonal (XOY).
Las infinitas parejas (x , y) que cumplen la primera condicion son coordenadas de los

infinitos puntos de la recta de ecuacion 10x + 15y = 300.
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Debemos ahora encontrar las infinitas parejas que verifican la segunda condicion.

La recta anterior divide al plano en dos semiplanos y desde el punto de vista grafico
uno de ellos es la solucién de la inecuacion 10x + 15y < 300 .

Queda por determinar cual de los dos es la solucion. Para ello basta que tomemos un
punto arbitrario del plano no perteneciente a la recta que hemos considerado y
verifiquemos si sus coordenadas verifican o no la inecuacion.

Si la verifican , el semiplano al cual pertenece el punto sera el buscado, en caso de
que no verifiquen el semiplano buscado sera el opuesto. Si nuestra recta no pasa por
el origen de coordenadas el punto méas sencillo para efectuar el tanteo es justamente
el (0,0).

Tendremos entonces: 10.(0) +15.(0) = 0 < 300.

El origen de coordenadas verifica pues la desigualdad y el semiplano que lo contiene
representara graficamente la solucion buscada.

La unién de la recta y el semiplano hallado es la solucién de la restriccion numero
(1) de nuestro ejercicio.

En forma similar resolvemos las restantes restricciones. Las figuras siguientes nos

muestran las soluciones .

A
Y Y%
0 30 N\ X o 28 X

Fig. (1) Fig. (2)

Y Y

A A
0 X 0 X
Fig. (3) Fig. (4)
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Estamos ahora en condiciones de hallar las infinitas parejas de nimeros reales (x , y)
que verifican todas las restricciones impuestas.

Basta para ello hallar el conjunto interseccién de los cuatro semiplanos que hemos
representado en las figuras anteriores.

Ello nos conduce al poligono convexo OABC de la Fig. (5), al que denominaremos
“recinto de puntos factibles”, queriendo significar con ello que cualquier punto
perteneciente a él tiene por coordenadas una pareja de nimeros (x ,y ) que verifican
el sistema de inecuaciones formado por las restricciones, mientras que las

coordenadas de cualquier punto del plano no perteneciente al recinto no verifican el

sistema.
Y A
A
B
0] C X
Fig. (5)

00,00 A(0,20) B(12,12) C(28,0)
Si tomamos por ejemplo el punto P (5,6) que evidentemente pertenece al recinto
podemos concluir que la empresa puede decidir tapizar 5 sillones del tipo (A) vy
6 sillones del tipo B a la semana pues sus recursos escasos no se lo impiden.
En ese caso la ganancia que obtendria seria :
G( 5; 6) = 1500.(5) +2100 .(6) = 20100 $ /sem.
Si bien se trata de una opcién posible para la empresa claramente no resulta
conveniente. Recuerda que las parejas (0, 20) y (28 , 0) daban una ganancia
mayor.
Por otro lado, si tomamos por ejemplo el punto (20 ,30) que claramente es exterior al
poligono , teéricamente la empresa podria obtener una ganancia de :

G(20; 30) = 1500. (20) + 2100.(30) = 93000 $/sem.

Sin embargo la tapiceria no estariaen condiciones de tapizar 20 sillones tipo (A)
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

y 30 sillonestipo (B) a la semana pues no contaria con la tela ni con las horas de
trabajo necesarias para ello.
Desde el punto de vista matematico la pareja (20; 30) viola las restricciones (1) y (2).
Si bien seguimos sin saber ain cual o cuales parejas solucionan nuestro problema
hemos avanzado en su resolucion pues conocemos el conjunto de las parejas
posibles.
Para dar solucion definitiva al ejercicio haremos uso ahora de las curvas de nivel de
la funcién G.
Recuerda que llamamos curvas de nivel de una funcion f de variables x , y a la
familia de curvas del plano XOY que cumplen que

f(x,y)=k con kegR
En nuestro caso las curvas de nivel de la funcion G cumpliran:

1500 x + 2100y = k
Como puedes reconocer facilmente se trata de una familia de rectas de coeficiente

1500 5 . k
angular m=—->-——=—— yordenadaenelorigen n=———.

2100 7 2100
Las rectas seran por consiguiente paralelas entre si.

En la figura (6) representamos algunas de ellas para distintos valores de k.

Ya W‘—I_' E

K=45000 S

/.

K=15000

/

~

IENNNONN,

K=0 K=30000 K=60000

Observa que al aumentar k la recta se traslada en la direccion noreste alejandose del

origen de coordenadas.
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Podemos preguntarnos porqueé utilizar el concepto de curvas de nivel en la resolucién
de nuestro ejercicio. ¢Qué propiedad tienen las curvas de nivel que vuelve pertinente
su aplicacién?

Considera por ejemplo la recta de la fig. (5) correspondiente a K=30000. Cualquier
punto de esa recta tiene por coordenadas parejas de numeros reales (X,y) que
verifican la ecuacion de la misma , es decir la ecuacion : 1500x + 2100y = 30000.
Como el primer miembro de la ecuacion es la expresion analitica de la funcion
ganancia G, la conclusion es que si la empresa tapizara un nimero x de sillones del
tipo (A) e y sillones del tipo (B) siendo la pareja (x , y) coordenadas de un punto
cualquiera de esa recta , la ganancia que obtendria seria de 30000 $ /sem.

En este sentido podriamos decir que cada curva de nivel , en nuestro caso cada recta,

es una “recta de ganancia constante” y la ganancia esta dada justamente por el valor
de k.

Cada una de las recta esta indicando entonces una posible ganancia a obtener por la
empresa , por lo menos tedricamente .

Porqué afirmamos “por lo menos teéricamente”. Pues porque no debemos olvidarnos
del “recinto de puntos factibles” que ya teniamos determinado.

Permitiéndonos cierta libertad en el lenguaje podemos afirmar que la empresa no
tendra la opcion de elegir cualquier recta de nivel para trabajar sino sélo aquellas que
contengan puntos del recinto de puntos factibles.

En la fig. (6) hemos graficado dos rectas de distinta ganancia. Si observas la recta de
k = 30000 podras concluir que para obtener esa ganancia semanal la empresa solo
podra trabajar en puntos del segmento MN , no pudiendo en cambio trabajar en
ningun punto de la recta de k = 60000 ya que ésta no contiene ningun punto del

recinto. Ya

A

K=30000 w\ K=60000

Fig.(6)

0 NS  C X
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Estamos a un paso de hallar la solucion del ejercicio planteado y seguros estamos
que ya has deducido como encontrarla.

Deberemos buscar la recta de nivel correspondiente al mayor valor de k que
contenga algun punto del recinto de puntos factibles.

Para lograrlo te sugerimos dibujar alguna de ellas, por ejemplo la correspondiente a
k=0 que obviamente pasara por el origen de coordenadas, y luego trasladarla en la
direccién y sentido correctos (en nuestro caso en la direccidn noreste) hasta encontrar
el punto buscado.

Obtenemos asi el vértice B del poligono de puntos factibles, vértice cuyas
coordenadas eran (12, 12).

En la Fig. (6) hemos representado la recta de nivel que nos da la solucién buscada.

YA

N
A

B (12,12)

K=0

Hemos alcanzado finalmente la solucion a nuestro ejercicio: la empresa debera
tapizar 12 sillones del tipo (A) y 12 sillones del tipo (B) y obtendra por ello una
gananciade  1500.(12) + 2100.(12) = 43200 $/sem.

En resumen, para resolver los problemas de Programacién Lineal que te proponemos
en esta publicacion deberas:

1) Elegir las incognitas del problema y hallar la expresion analitica de la funcién que
se te pide maximizar y/o minimizar que en todos los casos sera una funcion lineal de

dos variables.
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

2) Deberas expresar en forma de inecuaciones las limitaciones a que quedaran
sometidas las variables sea por su propio significado como por la escasez de recursos
disponibles. Las inecuaciones seran siempre lineales.

3) Resolver gréaficamente el sistema de inecuaciones formado, obteniendo asi el

recinto de puntos factibles.

4) Utilizar las rectas de nivel de la funcion en cuestion para hallar el vértice (o lado)
del recinto de puntos factibles donde se produce el maximo y/o minimo buscado.

5) Usando las coordenadas del punto hallado calcular el valor funcional
correspondiente si el problema lo requiere.

Observaciones.

e Laresolucion grafica que hemos desarrollado exige de tu parte especial cuidado a
la hora de representar las rectas involucradas en el problema, sean lados del
recinto de puntos factibles como curvas de nivel de la funcion. Cualquier error o
falta de precision en la representacion puede provocar un cambio en las
pendientes de las rectas y conducirte a un vértice equivocado. Muchas veces esas
pendientes son muy cercanas y exigen especial atencion.

e EIl hecho de que la funcion ganancia de nuestro ejercicio se maximizara en un
veértice del poligono de puntos factibles no ha sido casual. Recuerda del curso que
es posible demostrar la siguiente proposicion: * El valor maximo y/o minimo de
la funcion objetivo, en un problema de programacion lineal de dos variables,
ocurre siempre en uno de los vértices o lado del recinto poligonal convexo de
puntos factibles, sea este recinto acotado o no acotado”.

e Cuando la pendiente de las curvas de nivel de la funcion coincida con la
pendiente de uno de los lados del recinto de puntos factibles la funcion se
maximizard o minimizara en todos los puntos de ese lado. Entre los ejercicios
que te proponemos encontraras alguno en que este hecho se produce.

e Aceptando la proposicién que hemos enunciado lineas arriba podemos resolver
nuestro ejercicio sin recurrir al método grafico. Esta forma de resolucion la
utilizaremos en algunos de nuestros ejercicios.

Resolvamos ahora nuevamente el ejercicio No.O sin recurrir a la representacion

grafica.

Debemos en primer lugar determinar los vértices del recinto de puntos factibles.
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Los vértices del recinto seran puntos de interseccién de rectas definidas por las
restricciones aunque no todos los puntos de interseccion seran vertices.

Estos altimos seran los puntos de interseccion cuyas coordenadas verifiquen todas las
restricciones impuestas.

Una vez determinados los vértices sélo restara hallar los valores funcionales de la
funcién objetivo y decidir entonces cual o cuales corresponden a las solucion
buscada.

En el cuadro siguiente sintetizamos todos los calculos necesarios.

Rectas Interseccion | Viola restriccion | Vértices Valor funcional
10x+15y=300
12x+16y=336 (12,12) Ninguna B 43200

10x+15y=300
x=0 (0, 20) Ninguna A 42000

10x+15y=300
y=0 (30, 0) (2) S B

12x+16y=336
x=0 0, 21) (1) — |

12x+16y=336
y=0 (28, 0) Ninguna c 42000

1o
o o

(0,0 Ninguna 0] 0

< X

Comparando los valores funcionales concluimos que el maximo se produce en el
vertice B o sea que la solucion de nuestro problemaes : x =12 y =12 vyla
ganancia de la empresa alcanza a 43200 ($/sem) resultado al que habiamos Ilegado
anteriormente.

Observa en el cuadro que los vértices A y C corresponden a iguales ganancias lo que
indica que ambos pertenecen a una misma curva de nivel de la funcién G y ello
ocurre porque los coeficientes angulares de la recta AC y de las rectas de nivel son
iguales como facilmente puedes comprobar. El valor comin es m = - 5/7.

Como comentario final de esta introduccion mencionaremos que los problemas
de programacion lineal suelen ser generalmente de mas de dos variables y con
un namero de restricciones que suelen superar a veces largamente las cuatro que

hemos utilizado en nuestros ejercicios
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Introduccion a la Programacion Lineal — Introduccion

Ya para tres variables el método gréfico, si bien es aplicable, se vuelve inconveniente
(debemos trabajar en el espacio en lugar del plano) y para un ndmero mayor de
variables obviamente deja de tener sentido.

El método de calculo al que recurrimos como segunda alternativa se vuelve
extremadamente laborioso, por lo que aparecen nuevos métodos que resuelven esos
problemas pero que estan fuera de lo pretendido por el programa de la asignatura.
Los ejercicios que te proponemos son s6lo una introduccion al tema.

Es posible que en cursos posteriores o por interés personal desees profundizar sobre

programacion lineal y no lineal por la relevancia que el tema posee.
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Programacion Lineal - Capitulo 1 - Enunciados

Ejercicio No.1 (Resolucion pag.19)

Resolver graficamente las siguientes inecuaciones:
a) 2x-y >4
b) 2x-y >4

Ejercicio N0.2 (Resoluciéon pag.19)
Resolver gréficamente las siguientes inecuaciones:
a) 2x+4y >2
b) 2x+4y>2

Ejercicio N0.3 (Resolucion pag. 20)

Resolver graficamente las siguientes inecuaciones:

a) XxX>2

b) y<3

Ejercicio No.4  (Resolucion pag. 20)

Resolver graficamente los siguientes sistemas de inecuaciones:

X<3 y>0
a) b)
x-3y >6 3X+y>6

Ejercicio No.5 (Resolucion pag. 22)

Resolver graficamente los siguientes sistemas de inecuaciones:

X=y>2 2x+y2>1 x+y >0

2x+y>4 -6Xx+3y<3 -X+2y<0
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Introduccidn a la Programacion Lineal - Capitulo 1 - Enunciados

Ejercicio N0.6 (Resolucion pag. 23)

Resolver graficamente los siguientes sistemas de inecuaciones:

X+3y<6
a) { x-y<2

x>0

,
X-y<2

b) { x+3y<6

Ejercicio No.7 (Resolucion pag. 24)

Resolver graficamente el siguiente sistema de inecuaciones

/

5x+ 6y <2400
3x+y <900
x>0

y>0

Ejercicio No.8 (Resolucion pag. 25)

Resolver graficamente el siguiente sistema de inecuaciones:

,
5x+45y <60

2 x+10y <40
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Introduccidn a la Programacion Lineal - Capitulo 1 - Enunciados

Ejercicio N0.9 (Resolucion pag. 25)

Resolver graficamente el siguiente sistema de inecuaciones:

3x+y-10>0

Ejercicio N0.10 (Resolucion pag. 25)

Graficar las rectas de ecuacion: 2 x-y=n enun mismo sistema de ejes para

a) n=0
b) n=1
c) n=3
d n=-1
e) n=-2

Ejercicio No.11 (Resolucion pag. 26)

Graficar las rectas de ecuacion: 3x+ 6y =n en un mismo sistema de ejes para:

a) n=0
b) n=1
c) n=5
d n=8

¢, Qué particularidad presentan las rectas que has graficado ?

Ejercicio N0.12 (Resolucion pag. 26)

Repite el ejercicio anterior con la recta:

4x+2y=n
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Introduccidn a la Programacién Lineal -Capitulo 1 - Resoluciones

Ejercicio No. 1

a) La solucion es uno de los semiplanos determinados por la recta de ecuacion
2X -y =4,

Probando en la desigualdad dada con cualquier punto del plano no perteneciente a la
recta, concluimos que la solucion es el semiplano que no contiene al origen de

coordenadas

(vZX -y =4 (seexcluye)
A

v

-4}

b) La Unica diferencia con la parte a) es que en este caso la recta 2x —y = 4 es parte

del conjunto solucién. Y , 2x-y=4

Ejercicio No. 2

Razonando en forma similar al ejercicio anterior las soluciones son:

Y
) M
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b) La misma solucién incluyendo la recta 2x + 4y = 2.

Ejercicio No. 3

a) Se deduce facilmente que la solucion es la indicada.

><V

Y
x=2
0o 2
b) Idem A
3
0

Ejercicio No. 4

v

a) Para resolver el sistema representaremos separadamente ambas inecuaciones y

luego en un mismo sistema de ejes buscaremos la interseccion de ambos

conjuntos solucion.

Fig. (1)

:X=3

Fig. (2)
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De las soluciones anteriores concluyes que la solucion del sistema es la indicada en

la figura (3).
YAA
0 3 5 — X
-2 PP
Punto P(3, -1) fig. (3)
b)
y2>0 3X+y>6
A y
< A
6.
0 X
— 0 2 —>x
La solucion sera entonces:
y A
6[-
0 2 X
21 Héctor Patritti
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Ejercicio No. 5

a)
X—-y22 2x+y>4
y=x-2 - by
y 4 A 1
A k.
/ 2x+y=41".
0 /2 > X .
A ‘
0 2 ;<
fig (1). fig. (2)
\‘ y
4
0 ﬁ 'x
e -
fig. (3)
La solucidn del sistema planteado es la indicada en la fig. (3).
b) Y 4 Y 4
-6x+3y =3
1 2x+y=1 1
-1/2/ 0 g -1/2/ 0 %
Como ambas rectas Y a
son coincidentes (coeficientes
proporcionales), la solucion 1
esta expresada graficamente -
por la recta. -1/2 /0 P
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c) La solucién gréafica del sistema de inecuaciones sera:

X
Ejercicio No. 6
a) X+3y<6 X—-y<?2
4y VAo Xx-y=2

\2 X+3y=6

v

La solucion gréfica del sistema esta dada por el triangulo de la figura.
A
2

v
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b) y?‘ X-y <2 X+3y <6
y
A
X+3y=6
\
0
-2
// 0 6 X
y y
0 X 0 X
x>0 y20

La interseccion de los cuatro semiplanos nos da el cuadrilatero convexo de la figura,

solucion del sistema.

Los vértices tienen por coordenadas : O(0,0) A(0,2) B(3,1) C(2,0).
Ejercicio No.7 Y,
900

A

O C 480 x
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La solucidn gréfica del sistema esta dada por el cuadrilatero convexo OABC de la

figura cuyos vertices tienen por coordenadas :

3000 2700

0 (0,0) A (0, 400) B("y p5 ) C (300,0)

Ejercicio No. 8
La solucion grafica del sistema esta representada por los puntos del cuadrilatero

convexo OABC de la figura.
Y

A

12

v

Los vértices tienen por coordenadas:
0(0,00 A(04) B(10,2) C(12,0).
Ejercicio No. 9
La solucion es la zona sombreada de la figura. Repara en el hecho que se trata de un

recinto no acotado.

N§
A 3x +y -10=0
4
1 B
0 2 3 X

Ejercicio No. 10
Considera la funcion f: f(x , y ) = 2x —y. En este ejercicio te estamos pidiendo que

grafiques algunas de sus curvas de nivel, que es un haz de rectas paralelas.
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Las ecuaciones de esas rectas estan dadas por la ecuacion: y=2x-n

n=3

v

Ejercicio No. 11
Este ejercicio es completamente similar al anterior. Obtendras rectas paralelas con

pendiente negativa igual a -1/2.

v

° / <

'\ X

n=0 n=1 n=5 n=8

Ejercicio No.12
Las rectas paralelas , curvas de nivel de la funcion f: f (x,y) = 4x + 2y tienen
pendiente igual a -2.
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n=0

n=5

v

N

n=1 n=8
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Ejercicio No.1 (Resolucion pag. 37)

Considera la funcion: f(x,y)=10x+10y

Si el poligono de puntos factibles tiene por vértices los puntos:
0(0,0),A(0,6), B(6,4), C(7,3), D(8,0) te pedimos:

a) Representa el poligono de puntos factibles.

b) Maximiza la funcion si se admiten como soluciones valores (X , y) no
necesariamente enteros .

¢) ¢Cuantas soluciones con (x ) e ('y ) enteros crees que existen? Indicalas.

Ejercicio No.2 (Resolucion pag. 38)

Maximizar la funcién f(x,y)=4x+5y sujeta a las restricciones:

[ X+2y<6

X+y<4

Ejercicio No.3 (Resolucion pag. 40)

Minimizar la funcién f(x,y)=12x+8y  sujetaa las restricciones:

( 3x+2y=>1

4x+y >1

Ana Col6 Herrera 29 Héctor Patritti



Introduccion a la Programacion Lineal - Capitulo 2 - Enunciados

Ejercicio No.4 (Resolucion pag. 41)

a) Maximizar lafuncion  f(x,y) =3 x+4y sujeta a las restricciones:

( X+y<4
2x+y<5

x>0

y>0

\
b) Con las mismas restricciones que en la parte a) maximizar ahora la funcion:
f(xy)=4x+3y

Ejercicio No.5 (Resolucion pag. 42)

Dada la funcion “f” tal que  f(x,y) =4 x+4y y las restricciones:

( 2X +3y <12
2X+y <8

x>0

y>0
\

a) Representa el poligono de puntos factibles.

b) Determina las coordenadas de cada vértice y el correspondiente valor de la
funcién “f .

¢) Maximiza la funcion “f ” sujeta a las restricciones dadas.
Ejercicio No.6  (Resolucidn pag. 43)

Repite el ejercicio anterior con la funcion f(xy) =5x+10y vy las
restricciones:

5x+5y <60

2x+10y<40

x>0

y>0

\
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Ejercicio No.7 (Resolucion pag. 44)

Muestra que el siguiente problema de maximizacion no tiene solucion e indica
porqué.
Funcion “f”: f(X,y) =5x+vy

( X+y=>5

Restricciones:
3X+y>6
x>0

y>0

Ejercicio N0.8 (Resolucion pag. 44)
Muestra que el siguiente problema de maximizacion no tiene solucion e indica

porque.

Funcion “f”: f(X,y)=ax+by con (@)y (b) nimeros reales positivos.
(
Restricciones X+y>5

2X+3y<6

x>0

y>0

\

Ejercicio No.9 — Fabricacidn de juguetes - (Resolucion pag. 44)

Una empresa esta dedicada a la fabricacion de juguetes de plastico de dos tipos
diferentes que llamaremos Tipo (1) y Tipo (I1).
La fabricacion de cada unidad del juguete Tipo (I) necesita 0.5 horas de trabajo de

una maquina My y 0.25 horas de otra maquina M.
El juguete del Tipo (I1) necesita 1 hora de My y 1 hora de M.

El orden en que se efectian las operaciones en las maquinas es indiferente.
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La maquina M, esta disponible 40 horas por semana y la maquina M, , 25 horas por
semana.

Cada unidad del juguete Tipo (I) da una ganancia o utilidad de U$S 10 y cada unidad
del juguete Tipo (I1) da una ganancia de U$S 30.

Si se sabe que todos los juguetes fabricados seran vendidos, se desea saber cuantas
unidades deben fabricarse por semana de cada uno de los tipos de juguetes para que

la empresa obtenga maxima ganancia.

Ejercicio No. 10 — Ganancia de empresa (Resolucion pag. 46)

Una pequefia empresa esta fabricando dos tipos de articulo que llamaremos (A)
y (B).

Cada unidad del articulo (A) insume 2 Kg. de materia prima y cada unidad del
articulo (B) 3 Kg. La fabrica tiene asegurada una existencia de materia prima de
12 Kg. por dia.

El articulo (A) necesita 2 horas de trabajo en maquina, mientras que el articulo (B)
necesita 1 hora.

La méaquina esta disponible 8 horas al dia.

El articulo (A) da una ganancia de 2,5 U$S por unidad , y el articulo (B) de 5 U$S
por unidad.

El empresario esta fabricando 3 unidades por dia del articulo (A) y 2 unidades por
dia del articulo (B) y te consulta si estd trabajando adecuadamente para obtener
maxima ganancia.

¢, Qué le contestarias al empresario?

Ejercicio No. 11 — Ganancia de empresa (Resolucion pag. 47)

Una empresa esta fabricando dos tipos de articulos que Ilamaremos Art.(1) y Art.(2).
El Art.(1) necesita 1 Kg. de plastico y 1.5 Kg. de aluminio, mientras que el Art. (2)
necesita 1.5 Kg. de pléstico y 1.5 Kg. de aluminio.

El fabricante dispone semanalmente de 50 Kg de plastico y 60 Kg. de aluminio.
Determina las cantidades a fabricar por semana de cada tipo de articulo para obtener

maxima ganancia si:
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a) El articulo (1) da una ganancia por unidad de U$S 4 y el articulo (2) de U$S 5.
b) ¢Qué ocurre si las utilidades cambian a: 6 U$S por unidad para el Art.(1) y 5 U$S
por unidad para el Art.(2)?

Ejercicio No. 12 — Armado de computadoras (Resolucidon pag. 49)

Un taller de armado de computadoras produce dos modelos de las mismas que
[lamaremos Mod. (1) y Mod. (11).

El Mod.(I) requiere 1 horas de mano de obra especializada y 2 hora de mano de obra
no especializada.

El Mod (Il) requiere 1 hora de mano de obra especializada y 1 hora de no
especializada .

Se disponen de 120 horas de mano de obra especializada y 200 horas de mano de
obra no especializada por semana.

El Mod.(I) produce una utilidad de 60 U$S por unidad y el Mod. (I) de 30 U$S por
unidad.

a) Si solo se admiten soluciones enteras, ¢, cuantas posibilidades de obtener maximas
utilidades existen?

b) ¢ Cudl es el menor nimero de unidades del modelo (1) y el correspondiente
numero de unidades del modelo (I1) que deben armarse por semana para obtener
maximas utilidades?

c) Cuél es el mayor namero de unidades del modelo (1) y el correspondiente nimero
de unidades del modelo (I1) que deben armarse por semana para obtener maximas

utilidades?

Ejercicio No. 13 — Costo de Dieta (Resolucion pag. 51)

Una persona debe cumplir una dieta que le exige consumir por semana al menos
1 Kg. de carbohidratos y % Kg. de proteinas.
Para ello cuenta con dos alimentos que llamaremos (A) y (B) que estan constituidos

exclusivamente por carbohidratos y proteinas.
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El alimento (A) contiene 90% (en peso) de carbohidratos y el resto de proteinas,
mientras que el alimento (B) contiene 60% de carbohidratos y el resto de proteinas.
El alimento (A) cuesta 20 $/ Kg. y el alimento (B), 40 $/Kag.

¢Qué cantidad de cada alimento debera consumir la persona para que el costo de su

dieta sea minimo?

Ejercicio No. 14 — Confeccion de prendas (Resolucion pag. 52)

Una empresa que confecciona ropa estd dedicada a la fabricacion de dos tipos de
prendas de vestir que denominaremos (1) y (I1).

Ambas prendas requieren el uso de dos maquinas My, y Mo, siendo indiferente el
orden en que se realizan ambas operaciones.

Cada prenda del tipo (I) debe permanecer 5 minutos en la maquina M; y 3 minutos
en la maquina M.
Cada prenda del tipo (11) debe permanecer 6 minutos en My y 2 minuto en My,

La maquina M1 esté disponible 40 horas a la semana y la maquina M, 15 horas por
semana.

Si cada prenda del tipo (1) produce una utilidad de $40 y cada prenda del tipo (I1) una
utilidad de $ 50, te pedimos:

¢, Cuéntas unidades de ambas prendas deben confeccionarse semanalmente para que

la empresa obtenga maxima ganancia?

)
Ejercicio No. 15 — Fabricacion de bibliotecas (Resolucion pag. 53)

Una empresa fabrica dos tipos distintos de bibliotecas metalicas que denominaremos

como Tipo (1) y Tipo ().

Ambas requieren la utilizacién de piezas de dos metales diferentes a las que
[lamaremos piezas (A) y piezas (B).

Cada unidad de la biblioteca tipo (I) requiere 3 unidades de las piezas (A)y

7 unidades de las piezas (B), mientras que cada unidad de las del Tipo (I1) requiere 5
unidades de las piezas (A) y 1 unidad de la pieza (B).
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Se dispone en total de 25 unidades de la pieza (A) y 21 unidades de la pieza (B) por
semana.

Las bibliotecas del tipo (1) dan una utilidad de U$S 20y las del tipo (I1) de U$S 25.
a) Considerando admisibles soluciones fraccionarias, ¢cuantas bibliotecas de cada
tipo se deben fabricar para tener utilidad méxima? Calcular esa utilidad.

b) Calcular una solucion entera redondeando la solucién fraccionaria obtenida en a).
c) Calcular la utilidad en todos los veértices del poligono de soluciones factibles. ¢ Es

la solucion redondeada de la parte b) la que da maxima utilidad?.

Ejercicio No. 16 — Ganancia de empresa  (Resolucion pag. 54)
Después de graficar las restricciones en un problema de programacion lineal , se

obtiene la region de puntos factibles que se indica en la figura.

Y, B
A C 0(0,0), A (0,3), B (1,4), C (3,3),
D(4,1) , E(3,0).
D
0 E g

La funcién ganancia a maximizar es:
G(xy)=40x+10y

a) Determina el valor maximo de la funcién (G), hallando el valor de la
misma en cada vertice del poligono.

b) ¢ Cuél es la pendiente de las rectas de nivel de la funcion (G)?

c) ¢ Entre qué valores puede variar la pendiente de las rectas de la parte anterior para
que la solucion dptima siga correspondiendo al vértice hallado en la parte a) ?
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Ejercicio No.1
a) Representamos los vértices dados O(0,0) , A (0,6) , B (6,4) , C(7,3) , D (8,0)
obteniendo el poligono convexo de la figura, poligono de puntos factibles.

v

b) Como f(x ,y) = 10x + 10y las curvas de nivel de la funcién “f” son rectas
paralelas de pendiente m=-1y de ecuacion 10x + 10y = k.
Dado que el lado BC del poligono de puntos factibles también tiene pendiente

m =-1 larecta (a ) que corresponde al maximo valor de k que contiene algun

punto del recinto coincide con el lado BC.

EL méaximo valor de “ f” se produce entonces en cualquier punto del segmento BC.

ylk
A a
B
C
0 D Y
k=0 Kmax.

De las infinitas parejas (x ,y) que corresponden a puntos del segmento BC debemos
encontrar aquellas que tienen componentes enteras.

Siendo x = 6 la abscisa del punto By x =7 la abscisa del punto C concluimos que
las Unicas soluciones enteras posiblesson: (6,4) y (7, 3).El valor maximo de
la funcion es: (6,4) ==10.(6) + 10.(4) = f(7,3) = 10.(7) +10.(3) = 100
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Ejercicio No.2
Comencemos por encontrar la solucion gréfica del sistema de inecuaciones formado

por las restricciones impuestas.

(x+2y<6 (I)
x+y<4 ()
<xzo ()
Ly=0 av) 4%y

4

3

B
C »
0 4 6 X

Obtenemos el poligono convexo OABC de la figura, siendo A(0,3) , B(2,2) , C(4,0).
La funcion a maximizar f/ f(x,y) = 4x + 5y tiene por curvas de nivel rectas de
pendiente - 4/5 y de ecuacion 4x +5y = k.

Representando la recta correspondiente a k = 0, vemos que la recta correspondiente
al maximo de la funcion es la que contiene al vértice B.

En conscuencia la funcion se maximiza para (x,y)=(2,2)y suvalor maximo es
f(2,2) =4 (2) +5 (2) =18.

Y
'

N\

»

0 N X

4x +by =0 4X +5Y = Kmax.
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Como te indicdbamos en la INTRODUCCION puedes resolver estos ejercicios sin
necesidad de recurrir a la representacion grafica.

Admitiendo que los méximos  (minimos) se producen en los vértices o
eventualmente lado del poligono convexo de puntos factibles, bastara que calculemos
el valor de la funcién problema en cada uno de los vétices para luego decidir cual es
la solucion buscada.

Debemos entonces :

1ro.) Hallar todos los vértices del poligono de puntos factibles.

2do.) Calcular el valor funcional en cada uno de ellos.

Para encontrar los vértices deberemos hallar los puntos de interseccion de las rectas
definidas por cada una de las restricciones tomadas por parejas y comprobar
posteriormente cuales de esos puntos son realmente vértices del poligono de puntos
factibles teniendo en cuenta que para serlo deberan verificar cada una de las
restricciones dadas.

En nuestro ejercicio tendremos:

Rectas Pto. Interseccion | Viola restriccion | Vértice | Valor func.
X+2y=6

X+y=4 (2,2) Ninguna B 18
X+2y=6

x=0 (0,3) Ninguna A 15
X+2y=6

y=0 (6,0) (D)
X+y=4

x=0 (0,4) (N
X+y=4

y=0 (4,0 Ninguna C 16
x=0

y=0 (0,0 Ninguna @) 0

El maximo se produce en el punto (2,2) y vale 18, resultado al que habiamos llegado

graficamente.
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Ejercicio No.3

En este ejercicio se te pide minimizar la funcion f(x,y) = 12x + 8y sujeta a las
restricciones:

3x+2y >1 M

4x+y>1 )

x>0 (1)

y>0 (V)

Tendremos entonces:

Rectas | Interseccion | Viola restriccion | Vértice| Valor funcional
3X +2y=1
4x+y=1 (15, 1/5) Ninguna B 4
3x+2y=1
x=0 (0,%) (1 —_— |
3x+2y=1
y=0 (1/3,0) Ninguna C 4
4x+y=1
x=0 (0,2) Ninguna A 8
4x+y=1
y=0 (Y,0) 0] —_— |
x=0
y=0 (0.0) (I y () S -

El valor minimo de la funcion es entonces 4 y como ese valor se produce en los
vértices B y C ello indica que se producird en todos los puntos del lado BC del
recinto de puntos factibles.

En la figura representamos ese recinto pudiéndose comprobar que la pendiente de
las curvas de nivel de la funcion “f” cuyo valor es =12 /8 = -3/ 2 coincide con la
pendiente del lado BC.

Como puedes observar la recta de nivel que corresponde al valor minimo de la
funcion “f” es la recta BC , como asi también que el recinto de puntos factibles es un
recinto no acotado.

Puedes pensar en este caso qué contestarias si se te pidiéramos que investigaras
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sobre el valor maximo de la funcién sujeta a las restricciones dadas.

12x+8y =0

Y
A
1 1A
4x +ty =1
1/2
B (1/5,1/5)
\C

0 \0.25 1/3

Ejercicio No.4

a) f(x,y) =3x + 4y

Restricciones: (1) x+y <4

(I 2x+y<5

(mn x>0 (V) y>0
Rectas Interseccion | Viola restriccion | Vertice | Valor funcional

X +y =4
2x+y=5 1,3 Ninguna B 15
X+y=4
x=0 0,4) Ninguna A 16
X+y=4
y=0 (4,0 (D) - | e
2X+y=5
x=0 (0,5) M ol
2X+y =5
y=0 (5/2 ,0) Ninguna C 15/2
x=0
y=0 (0,0 Ninguna @) 0
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De acuerdo a los calculos el maximo de la funcion se produce en el vértica A (0,4) y
su valor es 16.

A efectos de que lo visualices te mostramos en la figura el poligono de puntos
factibles y la recta de nivel que corresponde al maximo de la funcién.

A Y

A

2x+y=5

. recta de nivel correspondiente al maximo

A X+y=4

v

b)

El recinto de puntos factibles es el mismo que en la parte a) del ejercicio, cambiando
solamente la funcion a maximizar.

La nueva pendiente de las rectas de nivel de la funcion vale ahora -4/ 3.
Calculemos la funcion en los vértices:

Pto. A (0,4) Valor funcional f(0,4) = 12

Pto. B (1,3) f(1,3) = 13
Pto. C (5/2, 0) f(5/2,0) = 10
Pto. O (0,0) f(0,0)= 0

El méaximo se produce entonces ahora en el vértice B y su valor es 13.

Ejercicio No.5

a) Y
A
2X+y=8
A
B
»2x+3y=12
0 C X
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b)
Vértices Valor funcional
0(0.,0) 0
A(0,4) 16
B(3,2) 20
C(4,0) 16

b) De acuerdo a los valores obtenidos el maximo de la funcion se produce en el

punto (3,2) y vale 20.

Ejercicio No. 6
f(x,y) = 5x + 10y
Restricciones:
5x +5y <60 (1) 2x +10y <40 (I1) x>0 (I) y=0 (IV)
a)
yA

5Xx +5y = 60

A
— ¥ 2x+ 10y =40
0 C X
b) Vértices Valor funcional
0(0, 0) 0
A0, 4) 40
B(10, 2) 70
C(12,0) 60

c¢) De acuerdo a los resultados obtenidos el méaximo se produce en el vértice B y su
valor es (10 ; 2) =70.
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Ejercicio No.7

f(x,y) =5x +y
Restricciones: x+y>5 (1) 3x+y>6 (II) x>0 () y>0 (V)
El conjunto de puntos factibles es el indicado en la figura.

y

A

A

La pendiente de las rectas de nivel de la funcion es - 5. Como el recinto es no
acotado la funcion no tiene maximo.
Ejercicio No. 8

f(x,y) =ax + by
Restricciones: x+y>5 (I) 2x+3y<6 (II) x>0 () y=>0 (IV)
Al intentar resolver el sistema de inecuaciones dadas comprobaras que el conjunto de
puntos factibles es el conjunto vacio por lo que el problema planteado no admite
solucion.
Ejercicio No. 9
En este ejercicio te pedimos que determines el nimero de unidades de cada tipo de
juguete que se debe fabricar por semana para obtener maxima ganancia.
En este tipo de ejercicio es conveniente, como te deciamos en la introduccion,
trabajar ordenadamente por la cantidad de datos que el problema involucra.
En primer lugar debes tratar de identificar y luego hallar la expresion analitica de la
funcion a maximizar.
Una vez logrado esto, debes encontrar el sistema de inecuaciones que traduce las
restricciones impuestas.
Comencemos:

la funcion a maximizar es la ganancia de la empresa , notémosla con “G”.
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Intentemos ahora hallar su expresion analitica. Para ello llamemos:
(x) al nmero de unidades / semana del juguete tipo (1) que se fabrican ,
(y) al numero de unidades / semana del juguete tipo (11) que se fabrican.
Como cada unidad del juguete tipo (I) da una ganancia de 10 U$S la fabricacion de
X unidades por semana dara una gananciade 10.x U$S/sem.
En forma similar la ganancia para el juguete tipo (1) sera de 30.y U$S/sem.
La funcion ganancia total G tendrd entonces la siguiente expresion analitica:
G(x,y) = 10x + 30y
Dediquémonos ahora a las restricciones.
Tenemos la restriccion de que la cantidad de horas disponibles para la maquina M; es
de 40 horas semanales.
Si cada unidad del juguete (1) necesita 0.5 horas de maquina y se fabrican “x”
unidades, se necesitardn 0.5 x horas de magina. En forma anéloga las “y” unidades
del juguete del tipo (II) necesitaran 1.y horas de maquina. Las horas totales de
utilizacion de la maquina M; no podran superar las 40 por lo que podremos escribir:
05x+1y <40 (1)
Razonando en forma completamente similar para la maquina M, concluiras que:
0.25x+1y <25 (2)
Obviamente ademas deberanser: x>0  (3) y>0 (4)
Las restricciones seran entonces las inecuaciones numeradas del (1) al (4).
A partir de este momento la resolucién del problema es similar a los ejercicios que
has resuelto con anterioridad.
Puedes optar por la resolucion grafica utilizando curvas de nivel o calculando los
valores de la funcién ganancia en los veértices del recinto de puntos factibles.

A efectos de que visualices el recinto te lo indicamos en la figura.
I
40

25 |A

v

0 C 100 X
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Rectas Interseccion | Viola restriccion | Veértice| Valor funcional
0.5x +y =40 (60,10) Ninguna B 900
0.25x +y =25
0.5x +y =40 (0,40) &2 I B I
x=0
0.5x +y =140 (80,0) Ninguna C 800
y=0
0.25x +y =25 (0,25) Ninguna A 750
x=0
0.25x +y =25 (100,0) [ T B B
y=0
x=0 (0,0) Ninguna 0 0
y=0

El maximo se produce en el veértice B (60,10 ) y la ganancia maxima es entonces de
900 U$S / semana.
Deberan fabricarse 60 unidades del juguete Tipo (1) y 10 unidades del juguete
Tipo (I1) semanalmente.
Ejercicio No. 10
Llamemos x al numero de unidades del articulo (A) e y al nimero de unidades del
articulo (B) que se fabrican por dia.
Si cada unidad del articulo (A) da una ganancia de U$S 2,5 y cada unidad del
articulo (B) una ganancia de U$S 5, la ganancia diaria total serd:
G(x,y)=25x+5y
Como cada unidad del articulo (A) insume 2 Kg. de materia prima y cada unidad del
articulo (B) , 3Kg. de materia prima y disponiendo la empresa de un maximo de 12
Kg. por dia de materia prima debera cumplirse que:
2x +3y <12 (1)
Como el articulo (A) necesita 2 horas de trabajo de maquina y el articulo (B) necesita
1 hora y disponiéndose de la maquina s6lo 8 horas diarias debera cumplirse que:
2x+1y <8 (2)

Evidentemente ademas deberan ser : x>0 (3) y>0 (4).
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Tenemos ya todos los elementos necesarios para resolver el problema y poder dar

contestacion a la pregunta del empresario.

Rectas Interseccion  |Viola restriccion | Vertice | Valor funcional
2x +3y = 12 (3,2) Ninguna B 17,5
2x+y=8
2x +3y =12 0,4 Ninguna A 20
x=0
2x +3y =12 (6,0) 2 e e
y=0
2x+y=38 0,8) @ | | e
x=0
2x+y=38 (4,0) Ninguna C 10
y=0
x=0 (0,0) Ninguna @) 0
y=0

El maximo de la funcidon es 20 y se produce en el punto de coordenadas (0,4).

El empresario no esta entonces trabajando en forma conveniente ya que al producir 3
unidades del articulo (A) y 2 unidades del articulo (B) obtiene una ganancia de 17,5
US$S / dia mientras que si fabricara Unicamente 4 unidades del articulo (B) obtendria
una ganancia de 20 U$S / dia.

Seguramente tu respuesta seria: “ Deje de fabricar el articulo (A) y fabrique 4
unidades del articulo (B)”.

Trata de llegar a esta misma conclusion haciendo la representacion grafica del

recinto de puntos factibles y utilizando las curvas de nivel de la funcion ganancia.

Ejercicio No. 11
Llamemos:
X al numero de unidades del articulo (1) fabricados por semana.
y al nimero de unidades del articulo (2) fabricados por semana.
a) Siendo la ganancia por unidad de 4 U$S y 5 U$S respectivamente, la funcion
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ganancia (G) sera:

G(x,y) = 4x + 5y

Las restricciones seran:

Restriccion para el plastico 1x+15y<50 @
Restriccion para el aluminio 15x+15y <60 (2)
Obviamente ademas sera x>0 (3)
y=0 (4
Rectas Interseccion Viola restriccion | Veértice | Valor funcional
x+ 1.5y =50 | (20, 20) Ninguna B 180
1.5x + 1.5y =60
x=0
X + 1.5y =50 (0, 50/1.5) Ninguna A 500/ 3
X + 1.5y =50 (50, 0) @ | |
y=0
15x+1.5y =60 (0,40) o e
x=0
1.5x +1.5y =60 (40, 0) Ninguna C 160
y=0
x=0 (0,0) Ninguna @] 0
y=0

La empresa debera entonces fabricar 20 articulos de cada tipo semanalmente

obteniendo una ganancia de U$S 180.

b) Siendo ahora la utilidad del articulo (A) de 6 U$S por unidad y de 5 U$S por

unidad la del articulo (B) , la nueva funcién ganancia sera:

Como las restricciones no han variado el poligono de puntos factibles sigue siendo el

mismo.

G(x,y) = 6x +5y

Basta que calculemos los nuevos valores funcionales en los vértices O, A, By C.

Tendremos: G(0,0)=0

G(40 , 0) = 240.

G(0,100/3) =500/3 G(20,20)=220 y finalmente
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La ganancia maxima se obtiene entonces fabricando 40 unidades del articulo (A) y
ninguna del articulo (B), siendo la misma de U$S 240 semanales.

En la parte a) del ejercicio el maximo de la funcion ganancia se produjo en el
vértice B mientras que en la parte b) se produjo en el vértice C.

Tratemos de interpretar graficamente la razon de ello. El recinto de puntos factibles

es el mismo en ambos casos y es el indicado en la figura.

yA

V Recta de pendiente - 0.8

Recta de pendiente - 1.2

Enel caso a) la pendiente de las rectas de nivel de la funcion ganancia es igual a
-4 /5=-0.8 siendo por tanto el vértice B el correspondiente al maximo.
En el caso b) la pendiente de las rectas de nivel de la funcidén ganancia es en cambio
igual a - 6/5=-1.2 lo que hace que sea el vértice C el correspondiente al maximo.
Ejercicio No. 12
Llamemos : x nudmero de computadoras del modelo (1) fabricadas por semana.
y numero de computadoras del modelo (I1) fabricadas por semana.
Como las utilidades de cada modelo son 60 y 30 U$S /unidad respectivamente, la
funcion ganancia sera: G(x,y) = 60x + 30y
Restriccion debida a la disponibilidad de mano de obra especializada :
1x+1y<120 (1)
Restriccion debida a la disponibilidad de mano de obra no especializada:
2.x+1.y<200 (2
Se cumplira ademas: x>0 3)

y20 (4
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Rectas Interseccion Viola restriccion | Vértice | Valor funcional

x+y =120 (80,40) Ninguna B 6.000

2x+y =200

x+y =120 (0,120) Ninguna A 3.600
x=0

x+y=120 (120,0) 2 - |
y=0

2x+y=200 (0,200) 1) - | e
x=0

2x+y=200 (100,0) Ninguna C 6000
y=0
x=0 (0,0) Ninguna @) 0
y=0

Como puede deducirse del cuadro la ganancia maxima de 6000 U$S por semana
corresponde a los vértices B y C del poligono de puntos factibles .

Esto significa que la funcién ganancia se maximiza en cualquier punto del
segmento BC , lado del poligono de puntos factibles.

Ello ocurre porque las rectas de nivel de la funcién G y la recta BC tienen la misma

pendiente cuyo valor, como puedes verificar, es -2.

a) En esta parte del ejercicio se nos exigen soluciones enteras, es decir el armado de
las computadoras completas.

Debemos hallar entonces aquellos puntos del segmento BC cuyas coordenadas sean
ndmeros enteros.

Siendo B (80,40) y C (100,0) bastara encontrar la cantidad de nameros enteros
comprendidos entre 80 y 100 inclusives. La ecuacién de la recta BC ( y= - 2x+200)
asegura que siendo x entero lo sera también y .

La respuesta a la pregunta es entonces : existen 21 posibilidades de fabricacion que
daran la ganancia maxima de 6000 U$S por semana, como podrian ser , por ejemplo,
90 del modelo (1) y 20 del modelo (I1) , o bien 85 del modelo (1) y 30 del modelo
(1), etc.
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b) EI menor nimero de unidades del modelo (1) ser& de 80 unidades semanales y del
modelo (1) 40 unidades semanales.
¢) El mayor nimero de unidades del modelo (1) serd de 100 unidades semanales no

debiéndose, en este caso, armar ninguna unidad del modelo (I1).

Ejercicio No. 13
Llamemos: x a la cantidad de Kg. por semana del alimento (A)
y ala cantidad de Kg. por semana del alimento (B)
Determinemos la funcion Costo (C) de la dieta.
Como el alimento (A) cuesta 20 $/ Kg y el alimento (B) 40 $ /Kg. tendremos:
C(x,y) = 20x + 40y ($/semana)
Veamos las restricciones impuestas por la exigencia de la dieta que obliga a la
persona a consumir por lo menos 1 Kg. de carbohidratos y %2 Kg. de proteinas.
Restriccion por carbohidratos:
09x+06y=>1 (1)
Restriccién por proteinas:
0,1x+0,4y>05 (2)

Se cumplira ademas naturalmente que :

x>0 (3) y>0 (4
Representemos graficamente el recinto de puntos factibles.
y A
A
-t
0.9x+0.5y =14
B

N\

o) V C X
0.1x+0.4y = 0.5

Recta de nivel correspondiente a costo minimo.

v
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De la resolucién grafica deducimos que el minimo de la funcion costo se produce en
el punto B.
La resolucion del sistema de ecuaciones formado por las ecuaciones de las rectas AB

y BC indica que las coordenadas del vértice B son: ( :1),; ).

El costo minimo de la dieta sera:

Cmin= 20.E+4O.z = @ =~ 53,3 i
3 6 3 sem.

La persona deberd consumir 1/3 Kg. del alimento (A) y 7/6 Kg. del alimento (B) por
semana.
Ejercicio No.14
Sean: x numero de prendas fabricadas por semana del tipo (1)

y numero de prendas fabricadas por semana del tipo (1)
De acuerdo a las utilidades que producen las ventas de ambos tipos de prendas, la
funcion ganancia G seré:

G(x,y) = 40x + 50y

Como restricciones tendremos, trabajando en minutos:

Restriccion por uso de la maquina M1 5x + 6y <2400

Restriccién por uso de la maquina M, 3x +2y <900

En consecuencia:

Rectas Interseccién | Viola restriccion | Vértice | Valor funcional
675 :

5x+6y=2400 | (75, 7) Ninguna B 19875

3x+2y=900

5x+6y=2400 | (0, 400) Ninguna A 20000
x =0

5x+6y=2400 | (480, 0) (2) - | -
y=0

3x+2y=900 | (0, 450) (1) e
x=0

3x+6y=900 | (300, 0) Ninguna C 12000
y=0
x=0 (0,0) Ninguna @) 0
y=0
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De acuerdo a lo indicado en el cuadro anterior solamente deberan fabricarse
prendas del modelo (11).
Fabricando semanalmente 400 de ellas se obtendré la maxima ganancia que asciende

a $ 20000 por semana.

Ejercicio No.15
Sean: x el numero de bibliotecas del tipo (1) fabricadas por semana

y el numero de bibliotecas del tipo (11) fabricadas por semana.
De acuerdo a las utilidades que produce la venta delas bibliotecas la funcién
ganancia seré:

G(x,y) = 20x + 25y

Las restricciones generadas por la existencia de los materiales necesarios seran:
Restriccion debida a la existencia de piezas (A): 3x +5y <25 1)
Restriccion debida a la existencia de piezas (B): 7x+1y<21 (2)
Se cumplirdademas: x>0 (3) y>0 (4

Tendremos entonces:

Rectas Interseccion | Viola restriccion | Vértice | Valor funcional
3x+5y=25 (2 : ;) Ninguna B 137,50
X+y =21
3x+5y=25 (0,5) Ninguna A 125
x=0

3x+5y=25 (235 ,0) (2) — |
y=0

x+y =21 0,21) (1) -
x=0

Tx+y =21 (3,0) Ninguna C 60
y=0

x=0 0,0 Ninguna @) 0

y=0
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a) Como se admite soluciones no enteras el méaximo de ganancia se obtendria
fabricandose 2,5 bibliotecas del tipo (I) y 3,5 bibliotecas del tipo (Il) por semana
obteniéndose una ganancia de U$S 137,50.
b) Redondearemos la solucidn fraccionaria hallada.

x=25 y=35
Podemos pensar en redondear por exceso Yy por defecto. Obtendremos un conjunto de
puntos (X,y) con coordenadas enteras que es necesario verificar si pertenecen o no al
recinto de puntos factibles, es decir, si violan o no alguna de las restricciones del
problema.

Resumimos las distintas posibilidades en el cuadro siguiente.

X | y | Violarestriccion | Ganancia en U$S Observacion

3|4 Dy | - Pto. Exterior al poligono
313 @ | - Pto. Exterior al poligono
2 | 4 o | - Pto. Exterior al poligono
2|3 Ninguna 115 Punto interior al poligonp

La solucion redondeada consistiria entonces en fabricar 2 unidades de la biblioteca
tipo (1) y 3 unidades de la biblioteca tipo (I1) lo que generaria una ganancia semanal
de US$S 115.

c) Para dar respuesta a la pregunta planteada remitdmonos al cuadro del comienzo
del ejercicio. De él podemos concluir que si la empresa trabaja fabricando 5 unidades
de la biblioteca tipo (I1) ( Pto. A del poligono de puntos factibles) y ninguna unidad
de las bibliotecas tipo (1), la ganancia obtenida serd de 125 U$S / sem. Por tanto
resulta mas conveniente que la situacion generada por el redondeo de la parte b) .

La exigencia de soluciones enteras nos cambia la solucion de un vértice a otro del
poligono de puntos factibles en nuestro caso.

Ejercicio No. 16

a) Siendo los vértices O(0,0) , A(0,3), B(1,4), C(3,3),D(4,1), E(3,0) y la funcion

ganancia G(x,y) =40x + 30y tendremos:
G(0,00=0 G(0,3) =90 G(1,4) =160 G(3,3) =210 G(4,1) =190 G(3,0)=120
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El valor maximo de la funcion es entonces 210 y se produce en el punto C(4,1).
b) Siendo la ecuacion de las rectas de nivel de la funcién G:
40x + 30y =K ( K constante)
_4__4
30 3
c¢) Observando el recinto de puntos factibles dado en el ejercicio puedes concluir que

la pendiente serd: m=

el maximo de la funcion G seguird produciéndose en el vértice C mientras la
pendiente (m) de las rectas de nivel de la funcion ganancia se encuentre comprendida
entre las pendientes de las rectas BC y CD.

Pendiente de larecta BC : mgc =-%

Pendiente de larecta CD: mcp =-2

En consecuencia debe cumplirse que: —-2<m<-%

Gréaficamente la recta de nivel que pasa por el vértice C debera estar incluida en la

zona indicada.

y
A C
D
O / E * X
Poligono de puntos factibles

zona a la que debe pertenecer la recta de nivel que pasa por C

Ana Colo Herrera 55 Héctor Patritti



	PROGRAMACION   
	 
	LINEAL 
	                                        Curvas de nivel 

	INTRODUCCION.pdf
	INTRODUCCION 
	A  LA 
	 
	PROGRAMACION 
	LINEAL 
	 
	Ejercicios   resueltos 

	 
	 
	PROF. ANA COLÓ HERRERA                                 PROF. H. PATRITTI 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	DERECHOS RESERVADOS POR LOS AUTORES 


	02Indice Prog. Lineal.pdf
	Introducción a la Programación Lineal 
	 
	 
	INDICE 

	 


	03PROLOGO Prog. Lineal.pdf
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	PROLOGO 
	AL  ESTUDIANTE 


	04INTRODUCCION Carátula.pdf
	 
	 
	 
	 
	INTRODUCCION 

	05Introducción a la Programación Lineal.pdf
	 
	Ejercicio No. 0 

	06Cap.1 Enunciados Prog. LinealCarátula.pdf
	 
	 
	C A P I T U L O  1 

	E N U N C I A D O S 


	07Cap.1 Enunciados Programación Lineal.pdf
	Ejercicio No.1  (Resolución  pag.19) 
	Ejercicio No.2    (Resolución  pag.19) 
	Resolver gráficamente las siguientes inecuaciones: 
	Ejercicio No.3   (Resolución  pag. 20) 
	Ejercicio No.4     (Resolución  pag. 20) 
	 
	Ejercicio No.5   (Resolución  pag. 22) 
	 
	Resolver gráficamente los siguientes sistemas de inecuaciones: 
	          
	        x –y ( 2                                        -2 x + y ( 1                   x + y  ( 0      
	  a)                                              b)                                     c) 
	             2 x + y > 4                                   -6 x + 3y ( 3                - x + 2 y < 0     
	  

	Ejercicio No.6  (Resolución  pag. 23) 
	 
	Ejercicio No.7   (Resolución  pag. 24) 
	Resolver gráficamente el siguiente sistema de inecuaciones                                    

	Ejercicio No.8    (Resolución  pag. 25) 
	Ejercicio No.9   (Resolución  pag. 25) 
	Ejercicio No.10   (Resolución  pag. 25) 
	Ejercicio No.11   (Resolución  pag. 26) 
	Ejercicio No.12   (Resolución  pag. 26) 


	08CAP 1  Resulociones  Carátula.pdf
	 
	 
	 
	CAPITULO 1 

	 
	RESOLUCIONES 



	09Cap.1Resolución.Prog. lineal 1-4.pdf
	Introducción a la Programación Lineal  -Capítulo 1 - Resoluciones 
	Ejercicio No. 1 
	                                   Y                        2x –y = 4  ( se excluye ) 
	Ejercicio No. 2 
	 
	 Introducción a la Programación Lineal  -Capítulo 1 – Resoluciones 

	Ejercicio No. 3 
	                         Y 

	Ejercicio No. 4 
	Introducción a la Programación Lineal  -Capítulo 1 - Resoluciones 

	              y ( 0                                                           3x + y > 6 
	             y                                                                    y 
	                                                                                 

	                                                                                                6 


	10Resolución Prog. lineal ej. Cap.1. 5-6-9.pdf
	Introducción a la Programación Lineal – Capítulo 1 - Resoluciónes 
	Ejercicio No. 5 
	a) 
	              x – y ( 2                                                                        2x + y > 4 
	                                  y=x – 2                                                    y 
	           y                                                                                     4 
	                                                                              2x + y = 4 
	            0          2                              x 
	                 -2                                                                          
	                                                                                              0             2                x 
	                       fig (1).                                                                        fig. (2) 
	         
	               y 
	         4                                                                                                                                                                                      
	 
	 
	          0           2                                 x 
	                                                            
	 
	                          fig. (3) 
	La solución del sistema planteado es la indicada en la fig. (3). 
	b)                                 y                                                       y 
	                                                                             -6x + 3y = 3 
	                                            1        -2x + y = 1                        1 
	                                          
	                                   
	                             -1/2     0                x                            -1/2     0                        x 
	 
	Como ambas rectas                      y 
	son coincidentes (coeficientes 
	proporcionales), la solución                  1 
	está expresada gráficamente 
	por la recta.                                    -1/2    0                             x 
	Introducción a la Programación Lineal – Capítulo 1 - Resoluciónes 
	 
	c) La solución gráfica del sistema de inecuaciones será:  yyyyyyyy          
	 Ejercicio No. 6         
	Introducción a la Programación Lineal – Capítulo 1 - Resoluciónes 
	Ejercicio No.7                    y   
	                                                   A        
	                                                                  B 
	Introducción a la Programación Lineal – Capítulo 1- Resoluciónes                                                
	Ejercicio No. 8 
	Ejercicio No. 10 
	Introducción a la Programación Lineal – Capítulo 1 - Resoluciónes 
	Ejercicio No. 11                        
	                                                  0                                                                                                 X 
	                                                         n=0     n=1                  n=5               n=8 
	 
	Ejercicio No.12 
	Introducción a la Programación Lineal – Capítulo 1 - Resoluciónes 


	11Cap.2 Enunciados Prog. Lineal Carátula.pdf
	 
	 
	CAPITULO 2 
	ENUNCIADOS 




	12Cap.2 Enunciados  Programación Lineal.pdf
	 
	Ejercicio No.2   (Resolución pag. 38) 
	          
	 
	Ejercicio No.3          (Resolución pag. 40) 
	Ejercicio No.4   (Resolución pag. 41)  
	b) Con las mismas restricciones que en la parte a)  maximizar ahora la función:                                                                                      
	                                                   f (x,y) = 4 x + 3 y 
	  
	Ejercicio No.5   (Resolución pag. 42) 
	Ejercicio No.6     (Resolución pag. 43) 
	Ejercicio No.7   (Resolución pag. 44) 
	   
	Ejercicio No.8   (Resolución pag. 44) 
	   
	  Ejercicio No.9 – Fabricación de juguetes -  (Resolución pag. 44) 

	13ICap. 2 Resoluciones Carátula Prog. Lineal.pdf
	CAPITULO 2 

	14ejercicios de prog. lineal sec. 2. 1-9.pdf
	Ejercicio No.1 
	Ejercicio No.2 
	Ejercicio No.3 
	Ejercicio No.4 
	Ejercicio No.5 
	Ejercicio No. 6 
	Ejercicio No. 9 
	                                 G(x,y) = 10x + 30y 

	Ejercicio No. 10 
	                                            G ( x , y ) = 2,5x + 5y 

	Ejercicio No. 11 
	Ejercicio No. 12 
	Ejercicio No. 13    
	Ejercicio No.14  
	 Ejercicio No.15 
	                                                    G(x,y) = 20x + 25y 

	Ejercicio No. 16 



